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摘要 本文把 Fourier级数的一些经典结论推广到有理 Fourier级数的情况下. 首先给出了有理 Fourier

级数和共轭有理 Fourier 级数在有界变差条件下的收敛速度估计. 利用此结论, 得到了类似于 Fourier

级数的 Dirichlet-Jordan 定理和 W. H. Young 定理. 最后, 证明了这两个定理在调和有界变差条件下

也成立.
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1 引言

在实际问题中, 为了深入地分析和理解函数, 通常将函数在正交基下进行展开. 一般来说, 这样的

正交基不唯一, 可以有很多种情况. 因此, 需要根据实际情况选取合适的正交基来分析函数的相关性

质. 用 Lp[−π, π] 表示所有以 2π 为周期且满足 p 次方可积(∫ 2π

0

|f(x)|pdt
)1/p

< ∞

的函数的全体, 1 6 p < ∞. 当所研究的函数空间为 L2[−π, π], 那么在下面的内积定义下,

⟨f, g⟩ = 1

2π

∫ π

−π

f(x)g(x)dx,

复三角函数系 {einx}n∈Z 构成 L2[−π, π]中最经典的一组规范正交基.这组基建立了信号在时域与频域

上的联系 (参见文献 [1, 2]). 最近, 为了将 L2[−π, π] 中的函数自适应地分解为一些瞬时频率为正的周

期解析信号之和, 人们发现了满足上述条件的一组规范有理正交序列 {ϕk(e
ix)}∞k=−∞(参见文献 [3–5]),

其中 ϕ0(e
ix) = 1 且对于任意 k ∈ N,

ϕk(e
ix) =

√
1− |αk|2eix

1− αkeix

k−1∏
j=1

eix − αj

1− αjeix
, ϕ−k(e

ix) = ϕk(eix), (1.1)
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ϕk(e
ix) 中点集 αk 位于单位圆 D := {z | |z| < 1} 内. 如果单位圆内的序列 {αk}∞k=1 进一步满足

∞∑
k=1

(1− |αk|) = ∞, (1.2)

那么这组有理正交序列 {ϕk(e
ix)}∞k=−∞ 也构成了 L2[−π, π] 的一组规范正交基 [6]. 因此, 对任意的

f ∈ L2[−π, π], 它可以在 L2- 范数的意义下作如下展开:

f(x) ∼
∞∑

k=−∞

ck(f)ϕk(e
ix), (1.3)

其中 ck(f) = ⟨f, ϕk⟩ = 1
2π

∫ 2π

0
f(t)ϕk(eit)dt. 显然, 当 (1.1) 中所有的 αk = 0 时, (1.3) 就是经典的

Fourier 级数

f(x) ∼
∞∑

k=−∞

⟨f(x), eikx⟩eikx.

因此, 展开式 (1.3) 被称为有理 Fourier 级数, 它是 Fourier 级数的推广. 关于有理 Fourier 级数的研

究, 可以追溯到 19 世纪 20 年代, 它已经被广泛地应用到控制论、系统鉴定和有理逼近等领域 (参见

文献 [6–11]).

在本文中, 为了使点集序列 {αk}∞k=1 满足完备性条件 (1.2), 我们假设 supk∈N{|αk|} = r < 1. 在此

条件下, 我们将研究有理 Fourier 级数 (1.3) 对应的部分和

Sn(f)(x) =
n∑

k=−n

ck(f)ϕk(e
ix) (1.4)

及共轭有理 Fourier 级数
∞∑

k=−∞

(−i)sgn(k)ck(f)ϕk(e
ix) (1.5)

对应的部分和

S̃n(f)(x) =
n∑

k=−n

−isgn(n)ck(f)ϕk(e
ix) (1.6)

在有界变差和调和有界变差条件下的收敛性, 其中 ck(f) = ⟨f, ϕk⟩ 和 sgn 表示符号函数. 在第 2 节中,

我们给出有理 Fourier 级数和共轭有理 Fourier 级数在有界变差条件下的收敛速度估计. 作为该结论

的应用,我们证明了类似于关于有界变差函数的 Fourier级数收敛性判定的 Dirichlet-Jordan定理和共

轭 Fourier 级数收敛性判定的 W. H. Young 定理. 在第 3 节中，我们进一步证明了这两个定理在调和

有界变差函数上也是成立的.

2 有理 Fourier 级数在有界变差条件下的收敛性研究

在本节, 我们将给出有理 Fourier 级数在有界变差函数条件下的收敛性研究. 为此, 我们引入下面

的 Christoffel-Darboux 公式 [9].

引理 2.1 假设 ξ = eit 且 ξ̄z ̸= 1, 那么

n∑
k=−n

ϕk(ξ)ϕk(z) =
Bn(ξ)B

−1
n (z)− ξBn(ξ)zBn(z)

1− ξz
,

542



中国科学 : 数学 第 43 卷 第 6 期

其中 Bn(z) =
∏n

k=1
z−αk

1−αkz
为有限 Blaschke 积.

令 αk = |αk|eitk ,

θn(x) =

∫ n∑
k=1

1− |αk|2

1− 2|αk| cos(x− tk) + |αk|2
dx, (2.1)

θn(t, x) := θn(x)− θn(t) =

∫ x

t

n∑
k=1

1− |αk|2

1− 2|αk| cos(y − tk) + |αk|2
dy. (2.2)

根据引理 2.1 , 部分和 Sn(f)(x) 和 S̃n(f)(x) 可分别表示为

Sn(f)(x) =
1

π

∫ π

−π

f(x− t)Dn(x− t, x)dt, S̃n(f)(x) =
1

π

∫ π

−π

f(x− t)D̃n(x− t, x)dt,

其中核 Dn(t, x) 和 D̃n(t, x) 分别为

Dn(t, x) =
sin[x−t

2 + θn(t, x)]

2 sin(x−t
2 )

, D̃n(t, x) =
cos(x−t

2 )− cos[x−t
2 + θn(t, x)]

2 sin(x−t
2 )

. (2.3)

显然, 当所有的 αk = 0, 核 Dn(t, x) 和 D̃n(t, x) 就是经典的 Dirichlet 核和共轭 Dirichlet 核,

Dn(t, x) =
sin[ (x−t)

2 + n(x− t)]

2 sin(x−t
2 )

, D̃n(t, x) =
cos(x−t

2 )− cos[x−t
2 + n(x− t)]

2 sin(x−t
2 )

.

Dirichlet-Jordan 定理和 W. H. Young 定理分别给出了 Fourier 级数和共轭 Fourier 级数在有界变

差条件下逐点收敛性的刻画 [12, 13]. 关于 Fourier 级数和共轭 Fourier 级数在有界变差条件下的收敛速

度估计可参见文献 [14,15]. 在本节中,我们将证明这些结论在有理 Fourier级数和共轭有理 Fourier级

数下也成立.

引理 2.2 对于任意有限实数 a 和 b, 有∣∣∣∣ ∫ b

a

e±iθn(x−t,x)dt

∣∣∣∣ 6 π

n
· 1 + r

1− r
,

其中 θn(x− t, x) 由 (2.2) 给出.

证明 因为 θn(x− t, x) 是关于参数 t 的连续递增函数, 那么存在 t1 ∈ R 使得

θn(x− (t+ t1), x)− θn(x− t, x) =

∫ x−t

x−(t+t1)

n∑
k=1

1− |αk|2

1− 2|αk| cos(y − tk) + |αk|2
dy = π.

根据积分中值定理, 我们知存在 ξ ∈ (x− (t+ t1), x− t) 使得

π =
n∑

k=1

1− |αk|2

1− 2|αk| cos(ξ − tk) + |αk|2
t1 > n(1− r)

(1 + r)
t1.

故 t1 6 π(1+r)
n(1−r) . 因此, 对任意的有限实数 a 和 b, 有∫ b

a

e±iθn(x−t,x)dt =

∫ b−t1

a−t1

e±iθn(x−(t+t1),x)dt =

(
−

∫ a

a−t1

−
∫ b

a

+

∫ b

b−t1

)
e±iθn(x−t,x)dt.

进一步, 可得∣∣∣∣ ∫ b

a

e±iθn(x−t,x)dt

∣∣∣∣ = 1

2

∣∣∣∣− ∫ a

a−t1

e±iθn[x−t,x]dt+

∫ b

b−t1

e±iθn[x−t,x]dt

∣∣∣∣ 6 t1 6 π(1 + r)

n(1− r)
.
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结论证毕.

假设 a = x0 < x1 < · · · < xn = b 为区间 [a, b] 的任意一个划分, 则

V b
a (f) = sup

{ n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)|
}

称为 f 在 [a, b] 上的全变差. 如果 V b
a (f) < ∞, 则称 f 是 [a, b] 上的有界变差函数. BV[a, b] 表示 [a, b]

上的有界变差函数的全体. 为了给出有理 Fourier 级数和共轭有理 Fourier 级数在有界变差条件下的

收敛速度估计, 我们需要下面的引理.

引理 2.3 假设 g ∈ BV[−π, π] 且 g(0) = 0, 那么∣∣∣∣Ωn
T =

1

π

∫
π/n6|t|6π

g(t)
T (t/2 + θn(x− t, x))

2 sin(t/2)
dt

∣∣∣∣ 6 2(1 + r)

nπ(1− r)

n∑
k=1

V
π/k
−π/k(g),

其中 θn(t, x) 由 (2.2) 给出, T (t) 表示 cos(t) 或者 sin(t).

证明 因为 Ωn
T 可表示为

Ωn
T =

1

π

∫ π

π/n

g(t)
T (t/2 + θn(x− t, x))

2 sin(t/2)
dt+

1

π

∫ π

π/n

g(−t)
T (−t/2 + θn(x+ t, x))

2 sin(−t/2)
dt.

令

Λn
T1(t) =

∫ π

t

T (y/2 + θn(x− y, x))

2 sin(y/2)
dy, Λn

T2(t) =

∫ π

t

T (−y/2 + θn(x+ y, x))

2 sin(−y/2)
dy.

利用分部积分公式, 有

Ωn
T = − 1

π

∫ π

π/n

g(t)dΛn
T1(t)−

1

π

∫ π

π/n

g(−t)dΛn
T2(t)

=
1

π
g(π/n)Λn

T1(π/n) +
1

π
g(−π/n)Λn

T2(−π/n) +
1

π

∫ π

π/n

Λn
T1(t)dg(t) +

1

π

∫ π

π/n

Λn
T2(t)dg(−t).

根据引理 2.2 和积分第二中值定理, 对于 i = 1 或 2, 有

|Λn
Ti
(t)| 6 1

2 sin(t/2)
· π(1 + r)

n(1− r)
6 π(1 + r)

n(1− r)
· 1
t
, t ∈ (0, π).

自然地, 有

|Ωn
T | 6

1

π
· 1 + r

1− r
[g(π/n) + g(−π/n)] +

1

n
· 1 + r

1− r

∫ π

π/n

|dg(t)|+ |dg(−t)|
t

.

如果 g ∈ BV[−π, π] 且 g(0) = 0, 那么可进一步得

|Ωn
T | 6

1

π
· 1 + r

1− r
V

π/n
−π/n(g) +

1

n
· 1 + r

1− r

∫ π

π/n

t−1dV t
−t(g)

=
1

nπ
· 1 + r

1− r
V π
−π(g) +

1

n
· 1 + r

1− r

∫ π

π/n

V t
−t(g)t

−2dt.

又因为 ∫ π

π/n

V t
−t(g)t

−2dt =
1

π

∫ n

1

V
π/t
−π/t(g)dt =

1

π

n∑
k=1

∫ k+1

k

V
π/t
−π/t(g)dt 6

1

π

n∑
k=1

V
π/k
−π/k(g),
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所以,

|Ωn
T | 6

1

nπ
· 1 + r

1− r
V π
−π(g) +

1

nπ
· 1 + r

1− r

n∑
k=1

V
π/k
−π/k(g) 6

2

nπ
· 1 + r

1− r

n∑
k=1

V
π/k
−π/k(g).

结论证毕.

在一些文献中, 周期 Hilbert 变换被定义为

f̃(x) = lim
h→0+

f̃(x;h) = lim
h→0+

1

π

∫
h6|t|6π

f(x− t)

2 tan(t/2)
dt. (2.4)

对于有界变差函数, 文献 [14, 15] 给出了 Fourier 级数和共轭 Fourier 级数在有界变差条件下收敛速度

的估计. 在下面, 我们相应地给出有理 Fourier 级数和共轭有理 Fourier 级数在有界变差下的收敛速度

估计.

定理 2.4 如果 f ∈ BV[−π, π] 且 f 在 x 处连续, 那么有

|Sn(f)(x)− f(x)| 6 3(1 + r)

n(1− r)

n∑
k=1

V
π/k
−π/k(φx), (2.5)

∣∣∣∣S̃n(f)(x)− f̃

(
x,

π

n

)∣∣∣∣ 6 2(1 + r)

n(1− r)

n∑
k=1

V
π/k
−π/k(φx), (2.6)

其中 Sn(f) 和 S̃n(f) 分别由 (1.4) 和 (1.6) 给出.

证明 我们知道
∫ π

−π
Dn(t, x)dt = π 和

∫ π

−π
D̃n(t, x)dt = 0, 其中 Dn(t, x) 和 D̃n(t, x) 由 (2.3) 给

出. 令 φx(t) := f(x)− f(x− t), 则

Sn(f)(x)− f(x) =
1

π

∫
|t|6π

n

φx(t)Dn(x− t, x)dt+
1

π

∫
π
n6|t|6π

φx(t)Dn(x− t, x)dt = A+B,

S̃n(f)(x)− f̃

(
x,

π

n

)
= − 1

π

∫
|t|6π

n

φx(t)D̃n(x− t, x)dt+
1

π

∫
π
n6|t|6π

φx(t)
cos[ t2 + θn(x− t, x)]

2 sin t
2

dt

= Ã+ B̃.

如果 f 在 x 处连续, 那么 φx(0) = 0. 再根据不等式

|Dn(x− t, x)| 6 (n+ 1) · 1 + r

1− r
, |D̃n(x− t, x)| 6 n · 1 + r

1− r
,

有

|A| 6 n+ 1

π
· 1 + r

1− r

∫ π/n

−π/n

|φx(t)− φx(0)|dt 6
2(1 + r)

1− r
V

π/n
−π/n(φx), (2.7)

|Ã| 6 n

π
· 1 + r

1− r

∫ π/n

−π/n

|φx(t)− φx(0)|dt 6
1 + r

1− r
V

π/n
−π/n(φx). (2.8)

结合 (2.7), (2.8) 和引理 2.3, 结论得证.

记 φx(t) := f(x−t)−f(x). 如果 f ∈BV[−π, π]且在 x处连续,那么 φx(t)∈BV[−π, π], φx(t)在 t=0

处连续且 φx(0) = 0. 故由 φx(t) 定义的全变差函数 V t
−t(φx), t ∈ [0, π], 也在 t = 0 处连续且满足

V
π/n
−π/n(φx) → 0, n → ∞.
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这也就意味着,当 n → ∞, 不等式 (2.5)和 (2.6)的右边是趋于 0的. 自然地, 对于有理 Fourier级数和

共轭有理 Fourier级数, 我们可得到类似于 Fourier级数的 Dirichlet-Jordan定理和 W. H. Young定理.

定理 2.5 假设 f ∈ BV[−π, π] 且 f 在 x 处连续. 如果由 (2.4) 定义的 f̃(x) 在 x 处存在, 那么有

lim
n→∞

Sn(f)(x) = f(x), lim
n→∞

S̃n(f)(x) = f̃(x)

成立.

3 有理 Fourier 级数在调和有界变差条件下的收敛性研究

假设 a = x0 < a1 < · · · < xn = b 为区间 [a, b] 的任意一个分划, 则

V H
f [a, b] = sup

{ n∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)|
i

}
(3.1)

表示 f 在 [a, b]上的调和全变差. 如果 V H
f [a, b] < ∞,则称 f 是 [a, b]上的调和有界变差函数. HBV[a, b]

表示定义在 [a, b] 上的调和有界变差函数的全体. 显然, 如果 f ∈ HBV[−π, π], 则 f ∈ BV[−π, π]. 在本

节, 我们将把定理 2.5 的结论推广到调和有界变差函数上.

引理 3.1 假设 f ∈ L1(a, b), 其中 (a, b) 可为有限区间或无穷区间. 那么, 当 n → ∞, 有

γn(f) =

∫ b

a

f(t)e±iθn(x−t,x)dt → 0.

证明 因为具有紧支集的阶梯函数构成的全体在 L1(R) 中稠密, 故对任意给定的 ϵ > 0, 存在具

有紧支集的阶梯函数 fϵ(t) =
∑k

j=1 cjχ(aj ,bj)(t) 使得∫ b

a

|f(t)− fϵ(t)|dt 6
∫ ∞

−∞
|f(t)− fϵ(t)|dt <

ϵ

2
.

根据引理 2.2, 对于所选 fϵ(t), 存在充分大的 n 使得

∣∣∣∣ ∫ b

a

fϵ(t)e
±iθn(x−t,x)dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ k∑
j=1

cj

∫
(a,b)∩(aj ,bj)

e±iθn(x−t,x)dt

∣∣∣∣ 6 π

n
· 1 + r

1− r

k∑
j=1

cj <
ϵ

2
.

因此,

|γn(f)| 6 |γn(fϵ)|+ |γn(f − fϵ)| < ϵ.

结论得证.

引理 3.1是 Riemman-Lebesgue引理的推广. 利用此结论,我们可以证明定理 2.5的结论在调和有

界变差条件下也成立.

定理 3.2 假设 f ∈ HBV[−π, π] 且 f 在 x 处连续. 如果由 (2.4) 定义 f̃(x) 在 x 处存在, 则

lim
n→∞

Sn(f)(x) = f(x), lim
n→∞

S̃n(f)(x) = f̃(x).

证明 我们首先证明 limn→∞ Sn(f)(x) = f(x). 因为 θn(x − t, x) 是关于变量 t 的连续递增且可

微的函数, 那么对于任意的整数 l, 存在 tnl
∈ R 使得∫ x

x−tnl

n∑
k=1

1− |αk|2

1− 2|αk| cos(y − tk) + |αk|2
dy = lπ.
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根据第一积分中值定理, 有
1− r

1 + r
· |l|π

n
6 |tnl

| 6 1 + r

1− r
· |l|π

n
.

令 Kn := [ δn(1−r)
π(1+r) ]. 对任意的 δ > 0, 有

δ

(
1− r

1 + r

)2

− π

n
·
(
1− r

1 + r

)
<

π(1− r)

n(1 + r)
Kn 6 |tn(±Kn)

| 6 π(1 + r)

n(1− r)
Kn 6 δ.

记 φx(t) := f(x− t)− f(x). 当 |t| 充分小时, tan(t/2) ∼ t/2 且有

|tn(±Kn)| > δ

(
1− r

1 + r

)2

− π

n

1− r

1 + r
.

那么根据引理 3.1, 可得

Sn(f)(x)− f(x) =
1

π

∫ π

−π

φx(t)
sin θn(x− t, x)

2 tan(t/2)
dt+

1

2π

∫ π

−π

φx(t) cos θn(x− t, x)dt

=
1

π

∫ π

−π

φx(t)
sin θn(x− t, x)

t
dt+ o(1)

=
1

π

(∫ tn1

tn−1

+

Kn−1∑
i=1

∫ tni+1

tni

+
−2∑

i=−Kn

∫ tni+1

tni

)
φx(t)

sin θn(x− t, x)

t
dt+ o(1)

= I1 + I2 + I3 + o(1).

注意到 φx(t) 在 t = 0 处连续, φx(0) = 0 和 | sin θn(x−t,x)
t | 6 n 1+r

1−r , 那么

|I1| 6
n(1 + r)

π(1− r)
(|tn1

|+ |tn(−1)
|) sup

0<|t|< π(1+r)
n(1−r)

|φx(t)| 6 2

(
1 + r

1− r

)2

sup
0<|t|< π(1+r)

n(1−r)

|φx(t)| = o(1).

下面, 我们证 I2 = o(1). 令 ωi
n(x, y) = θ−1

n [θn(x)− (y + iπ)], 其中 θn(x) 由 (2.1) 给出. 那么 I2 可进一

步表示为

I2 =

∫ tni+1

tni

Kn−1∑
i=1

φx(t)
sin θn(x− t, x)

t
dt

=

∫ π

0

Kn−1∑
i=1

φx(x− ωi
n(x, y))

[x− ωi
n(x, y)]pn[ω

i
n(x, y)]

(−1)i sin ydy,

其中

pn(y) =
n∑

k=1

1− |αk|2

1− 2|αk| cos(y − tk) + |αk|2
,

1− r

1 + r
· iπ
n

6 tni 6 t = x− ωi
n(x, y) 6 tni+1 6 1 + r

1− r
· (i+ 1)π

n
.

如果 Kn 为奇数, 那么 I2 中被积函数的绝对值小于等于

Kn−1
2∑

i=1

∣∣∣∣ φx(x− ω2i
n (x, y))

[x− ω2i
n (x, y)]pn[ω2i

n (x, y)]
− φx(x− ω2i−1

n (x, y))

[x− ω2i−1
n (x, y)]pn[ω

2i−1
n (x, y)]

∣∣∣∣. (3.2)
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如果 Kn 为偶数, 根据第二积分中值定理和引理 3.1, I2 中的被积函数的最后一项满足∣∣∣∣ ∫ tnKn

tnKn−1

φx(t)
sin θn(x− t, x)

t
dt

∣∣∣∣ < 2

δ

∣∣∣∣ ∫ ξ

tnKn−1

φx(t) sin θn(x− t, x)dt

∣∣∣∣ = o(1),

其中 ξ ∈ (tnKn−1
, tnKn

). 因此, 我们可假设 Kn 为奇数. 从而求和公式 (3.2) 中的通项可写为

φx[x− ω2i
n (x, y)]− φx[x− ω2i−1

n (x, y)]

[x− ω2i
n (x, y)]pn[ω2i

n (x, y)]
+ φx[x− ω2i−1

n (x, y)]

×
{

1

[x− ω2i
n (x, y)]pn[ω2i

n (x, y)]
− 1

[x− ω2i−1
n (x, y)]pn[ω

2i−1
n (x, y)]

}
.

因为有不等式 (
1− r

1 + r

)2

2iπ 6 [x− ω2i
n (x, y)]pn[ω

2i
n (x, y)] 6

(
1 + r

1− r

)2

(2i+ 1)π,

|ω2i
n (x, y)− ω2i−1

n (x, y)| 6 (1 + r)π

(1− r)n
,

所以 ∣∣∣∣ 1

[x− ω2i
n (x, y)]pn[ω2i

n (x, y)]
− 1

[x− ω2i−1
n (x, y)]pn[ω

2i−1
n (x, y)]

∣∣∣∣
6 |ω2i

n (x, y)− ω2i−1
n (x, y)|[pn[ω2i−1

n (x, y)] + |x− ω2i
n (x, y)|p′n(η)]

( 1−r
1+r )

42i(2i− 1)π2

6
(1+r)π
(1−r)n [n

1+r
1−r + 1+r

1−r · (2i+1)π
n · 2nr(1+r)

(1−r)3 ]

( 1−r
1+r )

42i(2i− 1)π2

6 Cr

i2
,

其中 Cr 是与 r 相关的常数. 对任意给定的 ϵ > 0, 可选取充分大的 N0, 使得
∑∞

i=N0+1
1
i2 < ϵ, 这样我

们有

Kn−1
2∑

i=1

∣∣∣∣φx(x− ω2i−1
n (x, y))

{
1

[x− ω2i
n (x, y)]pn[ω2i

n (x, y)]
− 1

[x− ω2i−1
n (x, y)]pn[ω

2i−1
n (x, y)]

}∣∣∣∣
6 Cr

N0∑
i=1

|f(ω2i−1
n (x, y))− f(x)|

i2
+ Cr

Kn−1
2∑

i=N0+1

d
|f(ω2i−1

n (x, y))− f(x)|
i2

6 Cr sup
0<t<

(N0+2)π
n

1+r
1−r

|f(x− t)− f(x)|
N0∑
i=1

1

i2
+ Cr2ϵ sup |f(x)|

6 Mϵ.

更进一步, 我们也有∣∣∣∣
Kn−1

2∑
i=1

φx[x− ω2i
n (x, y)]− φx[x− ω2i−1

n (x, y)]

[x− ω2i
n (x, y)]pn[ω2i

n (x, y)]

∣∣∣∣
6

(
1 + r

1− r

)2
Kn−1

2∑
i=1

|φx(x− ω2i
n (x, y)))− φx[x− ω2i−1

n (x, y)]|
2iπ
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6
(
1 + r

1− r

)2

V H
f [x, x+ δ].

因为 f 在 x 处连续, 当 δ 充分小时, 我们有 V H
f [x, x+ δ] 6 ϵ (参见文献 [16]). 所以, I2 = o(1). 通过同

样的方法, 我们也可以证得 I3 = o(1). 故 limn→∞ Sn(f)(x) = f(x).

接下来, 我们证 limn→∞ S̃n(f)(x) = f̃(x). 因为 f 在 x 处连续且 f̃(x) 在 x 处存在, 所以

S̃n(f)(x)− f̃(x) = S̃n(f)(x)− f̃

(
x,

π

n

)
+ o(1).

由于 ∣∣∣∣( ∫ π/n

tnl

+

∫ tn−1

−π/n

)
φx(t)

2 tan t/2
dt

∣∣∣∣ 6 sup
0<|t|<π

n

|φx(t)|
(∫ max{tn1 ,π/n}

min{tn1 ,π/n}
+

∫ max{tn−1
,−π/n}

min{tn−1
,−π/n}

)
1

|t|
dt

6 sup
0<|t|<π

n

|φx(t)| · 2 ln
(
1 + r

1− r

)
= o(1).

所以根据引理 3.2, 有

S̃n(f)(x)− f̃

(
x,

π

n

)
= − 1

π

∫ tn1

tn−1

φx(t)
1− cos θn(x− t, x)

t
dt

+
1

π

(Kn−1∑
i=1

∫ tni+1

tni

+

−2∑
i=−Kn

∫ tni+1

tni

)
φx(t)

cos θn(x− t, x)

t
dt+ o(1)

= I ′1 + I ′2 + I ′3 + o(1).

注意到 ∣∣∣∣1− cos θn(x− t, x)

t

∣∣∣∣ 6 n2

2

(
1 + r

1− r

)2

|t|,

所以

|I ′1| 6
n2

2π

(
1 + r

1− r

)2

sup
0<|t|< π(1+r)

n(1−r)

|φx(t)|
∫ tn1

tn−1

|t|dt = o(1).

对于 I ′2 和 I ′3, 类似于证明 I2 = o(1), 我们也可得 I ′2 = o(1) 和 I ′3 = o(1). 因此, 有 limn→∞ S̃n(f)(x)

= f̃(x). 结论得证.
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On convergence of rational Fourier series of functions of bounded

variations

TAN LiHui & QIAN Tao

Abstract In this paper, we extended some classical results of Fourier series to rational Fourier series. We give

an estimate of convergence rate of the rational Fourier series of functions of bounded variation and an analogous

one for the conjugate rational Fourier series. As its applications, we deduce the Dirichlet-Jordan’s theorem and

W. H. Young’s theorem for rational Fourier series of functions of bounded variation. Finally, we extend these two

theorems to harmonic bounded variation.

Keywords rational Fourier series, conjugate rational Fourier series, convergence rate, variation functions
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